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Schema

for en fyradagarskurs

RT-AVDELNINGEN (de forsta 24 sidorna i hiftet)

Allmin riknefirdighet

Uppgift 1-24

Dessa uppgifter bor

riknas under dag 1

Fkvationer

Uppgift 25-32

Dessa uppgifter bor
riknas under dag 2

Logaritmer

Uppgift 33 -39

Dessa uppgifter bor dven riknas under dag 2

‘ Uppgift 40, 41

‘ Dessa uppgifter bor riknas under dag 3

RP-AVDELNINGEN (de sista 14 sidorna i hiftet)

s. 14: 25(3], 26[1]
s. 16: 29, 30[1], 30[2], 30(3], 30[4],
30[5],

31[1], 31[2] Dessa uppgifter bor dven
s. 17: 45[1], 45(2], 46[1], 46[2] riknas under dag 3
s. 18: 47(1], 47(2], 48(1], 48(2], 49[2],

49(3]
s. 19: 53(2], 53[3], 54[2]
s. 20: 55(21], 55[3], 56[2], 563]
s. 28: 63[1], 64[1], 65[1], 66[1]
s. 30: 67[2], 68[1], 68[2] Dessa uppgifter bor
s. 32: 69(1], 69(2], 70[1], 70[2] riknas under dag 4
s. 34: 71[1], 71[2], 71(3], 72[1], 72[2],

72[3], 72[4], 73(1], 75[1], 75(2]




ALLMAN RAKNEFARDIGHET

En forutsattning for att kunna l6sa uppgifterna nedan ar en viss baskunskap om raknelagarna
for de reella talen. Har foljer darfor en férteckning av vissa mer eller mindre sjélvklara och
(hoppas vi) vélkanda raknelagar.

—-(a+b)y=-a-b , —-(a-b)=-a+b=b-a , (-a)-(-b)=+ab=ab=ba=(-b)-(-a)

_ _ _ d_ad (@/b)_a
a(b+c)=ab+ac , (b+c)a=ba+ca=ab+ac |, ==be ' o be

ololo|w®
oo

(a+b)* =a® +2ab+b? (a—h)* =a* —2ab+b?,(a—b)(a+b) = a® —b? (konjugatregeln)

Observera att raknelagarna alltid fungerar at bada hallen, t ex

aa+b)=ab+ac < ab+ac=a(a+b)

Ekvivalenspilen ( <> ) innebér att uttrycken pa émse sidor om pilen betyder samma sak.
Blanda aldrig samman ekvivalenspilar och likhetstecken!

Observera att uppgifterna nédvandigtvis inte ar uppstéllda i svarighetsordning, och ej heller
alltid i logisk ordning. Uppgifterna ar mer eller mindre arbetsamma. Det ar precis det du
behdver; uppgifter av alla slag som hjalper dig att fa igang raknefardigheten!

Nu bdrjar vi!

Berakna (och forenkla sa langt som majligt)

1.a) (=3)(7) b) (-3)-7 ¢) 3(-7) d) 3-7
2.8) 2-(3-4) b) 2-3-4¢c) (2-3)-4 d) (2-3)(-4)
3.8) (2°+(-D*-(-1° b) (-)°-(-1)" -(-1°
1 2 1 4 (2 1
5t " 5 -{55)
3 1 11
JE— i_l_i
0 45 ) 3
2.1 1
3 2 3 4
2 6 7 4 5 1 7
RN I T s
6. a) ?3 b) 778 c) 382 d) 21 78
8 3 2 8

7. a) (a+b)a-c) b) (4+q)(4-q) c) (2c+5d)? d) (7f-3g)?




8. Forenkla a) (p-1)*+(p+1)*-2p® b)

(p+a)(p-a)—(p—0)°

9. Bestam koefficienten for x? och koefficienten for x d& man multiplicerar ihop

parenteserna

a) (x—1)(5x*—-4x-3)

b) (L+x—x*+x*)(2-x—-x*+7x%)

99: 420

10.  Ar c-d en faktor i foljande uttryck? Om ditt svar ir “ja”, ange den andra faktorn.
a) c(x+y)—-d(x+y) b) (c—d)(2+x)—dy+cy
11.  Forenkla
3x+2 2x-1 3x—-4 2x-3
a) — b) _
5 5 2X 3x
0 ax-ry 5x+2y_1
9y 12y
12.  Forenkla
a’b b a
T DN 3 2 2
a) ;L b 20 ¢) a3+a22_a2_ag L
a a b, a®—-ab® a’+a
c? b a
12xy—9y? 16x* +9y? +24xy
16x° +12xy  16x°-9y2
13.  Forenkla
30x‘y’ b) 3a’b* + 6ab? 0 10y?z® +5zy —15z°%y
12xy"° 3ab? 5yz
14.  Forkorta (om mojligt)
a-b (a—b)? a’+ab
a) —— b C) ——
) b-a ) b-a ) a’ —b?
15.  Skriv som ett brak (pa sa enkel form som majligt)
a) x 1 b) x+ 2 + X+2 L
x-1 x+1 x-1 x®+x+1
0 1 2 6X+2 L d) 1 1

—_ + [ —
1-2x 1+2x 4x%-1 2X—2 2X

Har kommer ytterligare ett par anvandbara rakneregler. Forsok forsta hur de ar uppbyggda i

stallet for att l&ra dig utantill!

(Xx+y+2)" = X2+ Y2+ 722 +2Xy+2x2+2yz

a®—b® =(a—h)-(a® +ab+b?)

(a+b)®=a’+3a’h+3ab’+b’

a®+b° = (a+b)-(a>—ab+b?)

Exempel:

Visaatt x* —y® =(x— y)‘(x4 + X3y +x2y2 +xy* + y“)




L&sning: Multiplicera ihop parenteserna!

(x—y)-(x4 + X3y +xy? +xy° +y“):x-x4 XY X XY X XY Xyt -
—y-x' =y Xy —y-x2y? —y-xy’ —y-y* =x® —y® (efter forenkling)

Exempel: Gor likndmnigt: i+£—i+£
24 18 27 108
L6sning: Nér vi har lite mer komplicerade ndmnare kan foljande tabell vara till
hjalp.

Namnare | Forlang med
24=2-2-2-3 | 3-3=9
18=2-3-3 | 2-2-3=12
271 =3-3-3| 2-2.2=8
108=2-2-3-3-3 | 2
mgn=2-2-2-3-3-3=216

5 2 4 17 59 212 4.8 17.2 45+24-32+34 71

—+ = + - + = =
24 18 27 108 24.9 18.12 27-8 108-2 216 216

16. Utveckla kvadraterna
a) (x+3y)? b) (5-2x)° c) (x?-4y%)?

17.  Utveckla
a) (a+b+c)®> b) (p-29+w)’

18.  Forenkla
a) (x=2)(x+2) b) (3a*+2x)(3a*-2x)

19. Utveckla
a) (x+2y)® b) (a—5b%)?

20.  Uppdela i faktorer

a) x*-9 b) x°+4x+4 c) 3x*—18xy+27y’
d) 4b*-16a® e) x°-81x* f) x*-8
21.  Forenkla (utan rdknare!)

5 13 7 7 1 5 a*—9b?

Q) ———+———+——— b)
8 27 8 36 24 108 3ab-a’
_ _ 2

C) 1_2y_1+i_1 y+(X_+_2y) d) l E_E_i
X Xy -y Xy 40 15 27 36
3 3 5 1

+
14 22 8§ 14



22.  Utnyttja konjugatregeln for att forenkla foljande uttryck, sa att de far ett heltal

i ndmnaren.

1 ) J6
2-42 V2 +4/3

23. Forenkla sa langt som mojligt uttrycket

2
a) 2+a_a 21+4.a+2
a a

a)

Berakna ovanstaende uttrycks varde om

1
b) a=-=
) 2
24. Forenkla
16 X+ 6 3 x+2 4x*+2x-1
a +— by = _
) X2—4 X+2 ) xJr NG x°
3 a
1 b? 52 15
- L La 1o 1,
VT 1T RS T
a b a 3
EKVATIONER

Teori och exempel

Forstagradsekvationen

Att 16sa en forstagradsekvation bygger pa de kunskaper om allman rakneféardighet du
repeterade i kapitel 1 samt pa full forstaelse for hur du anvander ekvivalenspilen (<) och
likhetstecknet!

ax=b<:>x:9
a

E | LOs ekvati
xempel  LOs ekvationen %X _% =1+ 7(3 + 2x)

LOsning: 5x 4 =1+7(3+2x) = gx—g =2+14x <

> 14 x:22+f<:>5_112x=7—0<:> x=—5—60
8 3 8 3 321
Kvadratkomplettering

Du kan lara dig formeln eller tekniken — se I6sningen pa nasta exempel!



2 2
X%+ px+q:x2+2-§~x+q=(x+§j —(Ej +q

Exempel ~Kvadratkomplettera 2 , gy . 7
Losning:
X+ BX+T =X +2-3-X+7=X>+2-3-x+3 -3 +7=

= (x+3)2-9+7=(x+3)*-2

Exempel Kvadratkomplettera — 5y2 155 _2

Losning:  2x% +16x—2 =
2(x% +8x—1) =2(x> +2-4-x+4% — 42 _1)=

=2((x+4)* -16-1) = 2(x + 4)*> - 34

Andragradsekvationer

Formeln for att l6sa andragradsekvationer far du fram med hjalp av kvadratkomplettering.
Men det &r smartast att lara sig 16sningsformeln utantill!

2 2
X% + px+q:0c>(x+§j —[Ej +q=0<

2 2 2
(X+2j (zj LR “(2j q

dvs

2
x* + px+q:0<:>x:—§ir (Ej —-q

Exempel:  L06s ekvationen 7x2 —21x+4 =0

Losning: 7X* —21x+4 =0 < X? —3x+ﬂ:0<:>

_3) .4 _+ 9_4 =_+\F



Eftersom vi inte anvander raknare i den grundldggande matematiken pa Lunds Tekniska
Hogskola ar detta svar OK. Vi behdver sallan nd&rmevarden.

Ovningar
En liten paminnelse &r pa sin plats. Vi séker enbart ekvationernas reella lésningar!

Kom ihag att inte anvanda raknare. Du behdver dven traning pa huvudrakning
(eller rékning med papper och penna vid behov).

Forstagradsekvationer
25.  Lo6s ut h ur foljande formler
(En formel innehaller ett likhetstecken och &r alltsa en ekvation)
En extra guldstjarna till dig om du listar ut vilka geometriska samband formlerna

beskriver!
a) A=bh b) M =2zrh
c) A:h(a+b) d) V:7Z'r2h
2 3

Los foljande ekvationer av forsta graden

c) 14x-5=3-4x d) 3(x+4)=2(6-x)

e) 1_4X=3+2x f) x X

Kvadratkomplettera
27. @) x2_x_3 b) 3x?-12x+5

DI +(3+2p)x+1+7q L
Andragradsekvationer
28. Los foljande ekvationer

a)  6x+27=x? b) x?-x-1=0

C) x2-180=3x



Andra ekvationstyper

Forst nagra ekvationer med x i ndmnaren. Det &r ju inte konstigare an att det star ett tal i
namnaren. Du bildar minsta gemensamma namnaren och forlanger ekvationens bada led
med den! Du maste ibland fundera 6ver vad som hiander om ndmnaren blir noll...

Exempel:  Lo&s ekvationen 1 2 3

x (x-1) (x*-1)

Ldsning: Multiplicera med mgn:  mgn= X(x —1)x +1)= x(xz _1)

Notera att detta inte kan goras med "full ekvivalens”. Det &r i detta fall
inte tillatet att multiplicera med mgn om x antar nagot av vérdena 0, 1
eller -1. Skulle nagon av dessa x-varden dyka upp i I6sningen till
ekvationen maste du prova rétterna, da du sannolikt fatt en falsk rot.

1 2 3 ) 1 2 _y(x? —1). 3 -
;+(X_1):(X2_1):>x(x —1)-(—+—)]_ ( 1)

X (x-1 x? -1
x(x2—1)+2x(x+1)(x—1)_3x(x2—1)<:> o _1)s 2x(x 1) = 3x
X (x-1)  (x2-1) " -t 2xlxr1)-=3
1 1

<:>x2—1+2x2+2x:3x<:>3x2—x—1:0<:>x2—§X—§:0<:>
1. [1 112 1+13

X="4 | —+-"° <o x=
6 36 312 6

Sen tar vi nagra ekvationer som kan losas med hjalp av faktorisering.

En allméan metod att 16sa ekvationer &r att samla samtliga termer pa ena sidan likhetstecknet,
forslagsvis till vénster. Sedan studerar du uttrycket till véanster. Ibland kan det delas upp i
faktorer pa ett mer eller mindre enkelt satt (glém inte konjugatregeln, den ar bra att ha!) och
da har du I6sningarna till ekvationen som i en liten ask.

Foljande galler allmént: (p(x) och g(x) ar polynom):

Omp(x)=(x—a)q(x)=04r x=a en losning (rot) till ekvationen p(x)=0

Exempel:  L0s ekvationen x4 =4x?
Losning: Samlatermernatv x4 _4x2 =0

Nu kan faktorn x2 brytas ut. Darefter ger konjugatregeln féljande:
x?(x—2)x+2)=0

Svaret kan nu skrivas direkt X, =X, =0;X; =2; X, =2




e FoOr att l6sa en rotekvation maste du "fixa bort" roten. Genom att kvadrera bada leden
forsvinner rottecknet. Men nar du kvadrerar de bada leden i en ekvation géller inte <>
utan tecknet = vilket innebar att rotterna alltid maste provas!

Exempel:  L0Os ekvationen [2x +3 = X

Losning:  \fox43=x = 2x+3=x*> < x*-2x-3=0 <

& x=1+/1+3=1+2 < X =3 ; X =-1
Nu maste vi prova de erhallna rétterna!
x=3 ger VL= +2-3+3=/9=3 och HL=3
x=-1gerVL=./2-(-1)+3=+1=1 och HL=-1

Vi ser att endast x = 3 ar 16sning till ekvationen.

Svar: x=3

Flera 6vningar pa ekvationer

Andragradsekvationer
29.  Los féljande ekvationer

)  1+9x? =12x b) (x+2)(x-1)-3x-7=0
¢) (x-1)x-3)=3 d) (x—=1)x—2)+(x-3)(x—4)=10
€) x(x—8)—(x—4)’ =0 ) x*=2x?

Ekvationer med x i nimnaren
30.  Los foljande ekvationer

a) 2 _ X by 2 _18

X 18 X X
€ gy 2% 8-x_, d 1. 2 _ 3
x-1 x-1 X X-1 x+2

Ekvationer som kan l6sas med hjilp av faktorisering

31. L6s foljande ekvationer med hjélp av faktorisering.
a)  x?=4x b) (x+2)x+3)-6=0
€)  x®=49x d) x®-9x°=0

€ x3_12x2+36x=0 ) x?(x+3)=4x



Rotekvationer
32.  Los foljande ekvationer

) J1-x=1+x D) xiVI-x=-1L
LOGARITMER

Definitioner och formler

Definition

a ar ett positivt reellt tal skilt fran 1.

For varje positivt reellt tal y finns ett reellt tal x sddantatta* =y

Talet x kallas a-logaritmen for y och betecknas l0g 5 y

Notera att ingenting ar sagt om talet x. Det kan saledes vara ett positivt eller
negativt reellt tal eller eventuellt O.

Det star ocksa att det bara finns ett reellt tal x. Detta betyder att definitionen &r
entydig.

Det star inte att a > 1. Du kommer kanske ihag att exponentialfunktionen ar
strangt vaxande om a > 1. Da ar aven motsvarande logaritmfunktion strangt
vaxande. Om 0 < a < 1 var exponentialfunktionen strangt avtagande. Da &r aven
motsvarande logaritmfunktion strangt avtagande.

Vi kan skriva definitionen med hjalp av ekvivalenspil pa foljande satt:

y=a* < x=%lgy

Om x elimineras i denna definition far vi ett samband, som ibland kallas att
skriva om y pd a-bas. Detta ar en alternativ formulering av definitionen.
Pa motsvarande satt kan y elimineras.

y=a o9y x:alog(ax)

Tva generella viktiga specialfall som foljer direkt av definitionen. Jamfor motsvarande
formler for potenser!

%log1=0 %loga =1

Logaritmer med basen 10 och med basen e
Vi kommer nastan uteslutande i detta kapitel att agna oss at logaritmer med
basen 10 eller basen e. Dessa tva sorters logaritmer ar de vanligaste.

Logaritmer med basen 10 kallas 10-logaritmer och betecknas Ig y .

Logaritmer med basen e kallas naturliga logaritmer och betecknas Iny .

y=10" < x=Igy y=e* < x=hy




y =10' X = |9(10X) y=¢e" X:In(ex)

lg1=0 lg10=1 In1=0 Ine=1

Av definitionerna far vi direkt mojlighet att berékna:

1

A
Exempel 1 kg 1000000 = lg(10°) = 6 IE;‘empe ig V1 =Ig(102J=E
Exempe

LA g0,01=ig(10?)= -2

Exempel 3 In % =nfe?)=-1

Riknelagarna
Genom att utnyttja potenslagarna kan vi visa foljande raknelagar for logaritmer:
(x ochy ar positiva reella tal.)

1 |laxy=lgx+Ilgy Ihxy=Inx+Iny

2 Igizlgx—lgy Inizlnx—lny
y y

3 |lgx*=s-lgx Inx =s-Inx

Nagra exempel:

Exempel 5 Ilg5+Ig2=1Ig10 Exempel 6  lg1035,9 = Ig(1,0359-1000) =
lg 1,0359 + Ig 1000 = 3+ Ig 1,0359

Exempel 7 In144—-In12=In12 Exempel 8 . 1

lg o, =191-lg64 = ~igl2°)=

=—6lg 2
Formeln for basbyte
a ®log . In X Ig X
log x = ¢ speciellt: |lgx=—— | samt |Inx=—>—
loga In 10 lge

Nagra 6vningar och exempel:

Exempel 9 VisaattIn10-lge=1 Lésn  Kombinera de 2 sista
ekvationerna ovan eller skriv
direkt om In 10.



Exempel 10 Ange In 8 i 10-logarimer Ld&sn

In8:|g—8

lge

Vi utnyttjar ofta entydigheten hos logaritmerna med:

%logx=logy < x=y

Notera att x och y maste vara positiva tal

Fler exempel

Exempel 11

Ldsn

Exempel 12

Ldsn

Exempel 13

Ldsn

Alt

Exempel 14

Ldsn

Skriv 3Inx—2In (x +2) som en logaritm.

Raknelagarna 3 och 2 ovan ger:

3hx—2h(x+2)=hx*—In(x+2P =h >
(x +2)*
L6s ekvationen In x = 1g x
Anvéand basbyteslagen
hx=gx < hx-lgx=0 < E—Z—IQX:O S

= ng(i—ljzo < lx=0 < x=1
lge

L6s ekvationen  5x-2 — 71-x

10-logaritmera:  Jg(5*?) = Ig(7"*) < (x - 2)lg5 = (1- x)lg 7 <

och anvénd ~ ~ ‘
logaritmlagarna lgS-x-2lg5=1g7-1g7-x <

Forenkla svaret = lg7+2lg5 lg7+Ig25 Igl175

medhjdlpay < T g5, 97 © g35  Ig3s
log.lagarna. —

Byt ti” 10_baS| 5X72 — 717)( P lo|gS~(X72) — 10Ig7<(l—x)

Utnyttja att a*=a’ < x=y etcsomovan.

L6s ekvationen  3lg x = Ig 25

Log-lagar +den 3lgx =Ig25 < lgx®*=lg25 < x* =25 <

sista formeln i s
avsn4.13ger < X= V25




Ovningar

Logaritmlagarna
33. Bestam
a) lg 1000 b) 1g 0,0001 c) lgo
d) 191000 L e) 10 f) Ig10°
34. Du vetatt Ig 2 ~0,3010. Berdkna med hjalp harav (utan raknare!):

35.

36.

(svara med 3 vérdesiffror)

a) 1g20 b) lg4 ¢) I1g5L
d) 1g800 e) 1g0,25 f) Ig 102400

Forenkla foljande uttryck sa langt som mojligt (skriv som en logaritm)

a) lg48+1g42—1Ig 36 b) lg36—1Ig6
c) h36-In6 d) Inﬁ
In6

Forenkla foljande uttryck sa langt som mojligt (skriv som en logaritm)

a) lg2+1 by 1-1Ig2

c) lg625+Ig64—2lg2 d) 2|ni2—|nJ€L
(S

e) 08lg10* —Ig10** fy 2-1Ig16
9 Zlog2 h) 2log1024
Logaritmekvationer
37. Los foljande ekvationer
a) 2lgx=Ig7L b) 2lgx=7
c) lg(x+1)=7 d) lg7x=7
38. Los foljande ekvationer
a) lg2x=1Ig7+2Ig5 b) In6x=1In9+2Ilg10
c) -Ih5=Ihx d lg2x=2Igx
39. Los foljande ekvationer. Svara exakt samt ange vid behov med hjalp

av raknare ett narmevarde med 3 géllande siffror.



p
= 5=— L
a) 5+6Ig2x =23 b) o(x+ 2)

) 2lhx+2=Ihx* d) In(nx)=2
Exponentialekvationer

40. Los foljande ekvationer. Svara exakt samt ange vid behov med hjalp av
réknare ett narmevarde med 3 gallande siffror.

3 3,2 =4 b 57 =3 ) 7¥7=4

d 442 =32 L

41. Los foljande ekvationer. Svara exakt och forenkla sa langt som mojligt
a) 5€X+2 — 3 2)(—2 L b) e4X — 2 .10X+1 L

) e*_e®*=21L d o2x_-2.2¢¢ _3 L



SVAR

Om det finns 16sning till en uppgift markeras detta med L. i svaren nedan! Lésningarna till
dessa uppgifter hittar du langre bak i haftet.

1. a) 21 b) -10 ¢) -21 d) -4
2. a) 3 b) -5 ¢ -5 d) 4
3. a) -8 b) 1
4 a) 7 b) Z(:1§,undvik att skriva sa, kan missforstas!)
30 54 54
1
5 a) — b) 7
) 5 )
7 30 5 7
6 a) — b) — ¢ = d) —-—
) 12 ) 7 ) 2 ) 22
7. a) a’+ab—ac—bc b) 16 —q?
c) 4c®+25d%+20cd d) 49f%+9g°—42fg
8. a) 2 b) —29”+2pq = 2q(p-0)
-9 1
9. a) resp

b) —4resp.1 (hela polynometblir 7x° —8x° + 7x* +9x* —4x* + x + 2)

10. a) Jax+y b) Ja2+x+y

11 a) X+3 b) 5x -6 0 X+2y
5 6X 36y
_ 2, n?
2. a) 2 p 278 o ANy I abed)
b b+a (a+b) 4x
5X3 2,2 2
13. a) W b) a*h®+2 c¢) 2yz°+1-3z
y
a
14, a) -1 b) b-a c) ——
a-b
x> +1 x* +3x% +2x 3
15. a b) ——— ¢ L (b,c
) x* -1 ) x®-1 ) 4x% -1 (b.e)
d) 1




16. a) X?+6xy+9y® b) 25-20x+4x* c) x*-8x’y*+16y°
17. a) a’+b”+c’+2ab+2ac+2bc b) p®+49° +W> —4pg+2pw—4qw
18. a) xX*’—4 b) 9a*-4x°
19. a) x*+6x’y+12xy* +8y® b) a®-15a’b*+75ab* —1250°
20. a) (x+3)(x=3) b) (x+2)? ¢) 3(x—=3y)? d) 2-2-(b+2a)(b—2a)
) X(+9xX+3)(x=3) ) (x—2)x*+2x+4)
2
21, a) B gy A XHYEAY ) B 39 de
324 X2y 216
22. 3) 2+2ﬁ b) V18 -12=3v2 - 243 L (b)
3 2
23 a) 4a° +8a 2+6a+3 b) 2
3a
_ 2
24, g X2 Lo p Py g 3@ L (c, d)
X—2 X b-a 5
A M
- h=
25, 3) g b) —
Rektangelns Mantelarean hos en rat cirkular cylinder
Area
2A 3V
h = h = —
2 a+b 9 zr?
Area Volymen hos en cirkular kon
parallelltrapets
7 9
X =0 ) 4 f) 360
x=-08=-7 " 13
2
27. Q) 1y 18 b) _2)2 _7
(x-3) -5 Ax-2)

3 Y 5
c) X+ =+ ] +7q—->-3p-p°
( > p q 4 pP-p L



28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

X, =0 x,=4

Ekvationen ar orimlig
X =16

X =-3 (x=1 falsk!)
X, =0 x,=4

X, =0X,=7X,=—7
Konjugatregeln!

b) x=1+10

d x=

f) x =%x,=0

b) Losning saknas

d x=

b) X, =0

d) X13:0

1+./5
X =
2
L (¢
X, =-b
w1 .1
3 3

Kommentar: Markera en dubbel- eller trippelrot i svaret!

e)

a)

a)

d)

a)

X, =0 X,,=6

x=0 b)
3 b)
15L e)

1+1g2~130 b)

2+31g2~290 e)

g 56 b)
g 20 b)
a f)

f) x,=0 x,=1 x,=-+4

x=-3L

4

2.1g 2 ~ 0,602

-0,602

lg 6

Kommentar: Du
kom val ihag att
préva rotterna?

C) Existerar ej
f) e
) 1-1g2~0,699L

f)  2+10Ig2~5,01

C) In6
c) 4
9 1

d 2



7
37. a) x=J7L b) x =102 =1000-+10

_ A . 7
0) x=10" —1=9999999 d) x:%

Notera att du alltid bor (och ofta maste) kontrollera att l6sningarna fungerar i
den ursprungliga ekvationen. Den ger begrénsningar for den obekanta storheten,
som dessutom kan andras vid tillampning av logaritmlagarna.

38. &) x=— b >
) > ) X 5
_1 X=2
0 *x=3 9 (0 ¢j 1sning)
39. ) x=500 b) x=10"-2~231L
c) x=e d x=e" ~162-10°
40.
2 x=[-92 | 182 ) x=h>—2
21932) 1932 5
_if, g4 _2(, g2
c) 3 lg7) 3 g7) d x=2 L
3 3
h—-2 In lg2+1 lg20
oy xo20 D20ty x=4‘~?ge_1= 9e4 L
1-Ih2 e |g7
InE 10
c) X=M L d) x1=0x2=2I093=|g—3 L

2 lg 2



LOSNINGAR TILL VISSA UPPGIFTER

12. a)

12. b) b a

a b a [*-a’)pa

ba

_(b-a)-(b+a) _b-
(a+b)* a+bh

a
+b

12. ¢

a’+ab’ a’—ab ala’+b’)ala
a®—ab? a’+ab a( b?)-a(a+b)

(a2+b2)(a—b) _a’+b?
(a+b)a-b)a+b) (a+b)’

(a2+b2)(a—b):
(2> -b?fa+b)

12. d)  12xy-9y® 16x* +9y° +24xy _

16x% +12xy  16x* —9y?

_ 3y(4x-3y)-(4x+3y) 3y
4x(4x+3y)-(4x+3y)4x—3y) 4x

15. b) - 2 N X+2
X—-1 x*>+x+1

(x=1)- (x2 + x+1x+2-(x? + x+1)+ (x=1)- (x+2)
(x-1)-(x +x+1)

C(XP—1)x42%2 42X+ 24 X7 42X - X2
¢ -1)
x* +3x% +2x
x*-1

X' —Xx+3x*+3x
x® -1

15. ¢ 1 2 6X+2

1-2x 1+2x 4x? —1
—1-(2x+1)-2-(2x-1)+6x+2 _
4x% -1

6x+2 1 2

~a-a+b-b+2-ba _ab-(a2+b2+2ab):

— + =
S 2x—1 2x+1 4x2-1

Bréakdivision!

mgn = ab i bade
nédmnare och téljare

Konjugat- och
kvadreringsreglernal

Bryt ut och
faktorsuppdela!

Som c¢) men lite
klurigare

mgn =
(x—1)-(x? + x+1)=
=x°-1

Jamfor lektion 3!

mgn =
(2x+1)-(2x-1)=
=4x% -1



21.

21.

22.

24,

24,

217.

d)

b)

d)

_ =2x-1-4x+2+6x+2 3

4x? -1 C4axt-1
7 8 11 5 27.7472:8-11-40-305
L8 = 2 - = mgn =
015 27 36 1080
2.9.2.3.3.3.5=
| 189+576-440-150 39+136 175 35
1080 1080 1080 216 =1080

Misstrosta inte om du raknat fel pa denna uppgift. Du &r i gott (och stort)
sallskap! Men jobba pa tills det blir ratt, det ar ofta viktig med exakthet!

3 3 5 1 44.3-28-3+77-5-4.1_

14 22 8 154 616 mgn =
_132-84+385-4 128+301 429 39 2:2:2-7-11=216
616 616 616 56

Hur finner man den sista férkortningen?
1) Du maste leta efter den! 2) Du vet att namnaren innehaller faktorerna 2, 7
och 11. 3) Testa dom i tur och ordning. 4. Férkorta med 11.

Vo Vo JB[3-v2) E-A-VE2_ g

V2+3 B2 (Be2[3-V2)” 82
=3J2-2V3

1 b® 1 b? ab b® ab b> —ab+b?
+ = + = + = + = =
1 1 a-b b-a a-b b-a a-b -(a-b) a-b a-b

a b ab

_-bla-b)_

a-b =
3 a 33-aa 9-a’
5a 15_  15a _ 15a _(3+a)3-a)3a_3+a
11 3-a 3-a 1%a(3-a) _5
a 3 3a 3a -

x> +(3+2px+1+7q <

2 2
x2+2-3+22px+(3+22pj —(3+22pj +1+47q &

X% +2 3+ x+3+ 2—9 243 1+7
~Ep Ep Z+p+p++q<:>



3 YV 5
X+ 2 _p?-3p+7
[+2+pj ;P —3p+Ta

30. ©) o 3_x Mult. med
+ = -2 220 =x(x-1)+2x-(3-x)=0 < (x-1) tilldten om
x-1 x-1 X =1

& X2 =X4+2x-3+x=0 < x*+2x-3=0 < x=-1+1+3
32. b) Dvs ekvationen tycks ha tvé rétter: x=1 och x=-3

Den forsta roten ar enligt tidigare ej tillaten, varfor endast x =—3 aterstar.

33. d 1
) lg V1000 = Ig(1000)z = Ig(10°) = Ig 102 =

N w

34.¢) I95=Ig%=I910—Ig2=1—IgZzl—O,3010=0,699

36. d) Prova garna flera vdgar att I6sa denna uppgift. Nedan finns 2 alternativ,
den forsta bygger pa att du anvander féljderna av definitionen av In, i
den andra borjar du med att géra om uttrycket till en logaritm...

1
1 2Ini2—In\/_zzlne2—Ine2:2-(—2)—%:—g
e

1
2 1 1 —
st - 4
2. 2Ini2—ln\/_=ln(i2j —Inezzlné—lneZ:Ine—z
e e e

=lne**=-45

=In

1

g" . e?

Logaritmlagarna stéller till det for dig lite grand ibland, nér du
multiplicerar, dividerar eller kvadrerar uttryck innehallande obekanta
storheter. Dessas definitionsomrade kan &ndras, vilket gor att du vid
ekvationslosning far falska rétter. Enklast ar att alltid préva rotterna
nar du léser logaritmekvationer!

37. a) Genom att dividera med 2 undviker du falska rotter (som i alt 2). Du
maste alltid utnyttja entydigheten hos logaritmer.

N |-

1
2ng=|g7<:>|gx=%lg7<:>ng=|g72<:>x=7 =J7



39. b)

40. d)

41. a)

2hx =7 =g’ =lg7 = X2 =7 < x =+1/7

Prévning av rétterna ger att den negativa roten ar falsk. Da du
anvander 3:e logaritmlagen kan du inte utnyttja ekvivalenspilen, utan
du far istdllet anvanda "medfor” - =

7 7
5=—:Ig(x+2):z<:>x+2:105<:>x:105—2
g(x + 2) 5 = <

HL i den ursprungliga ekvationen &r definierad for x > -2

om X # —1, (da namnaren blir 0). Multiplikationen med Ig(x + 2) tillfor
talet —1 till definitionsméngden (darfor "medforpil”).

Ett narmevarde till svaret ar 23,1, sa vi behover inte préva mera.

Om x finns i exponenten pa tva termer ar det nddvandigt att
undersoka om dessa termer kan skrivas om pa samma bas. 2 alt:

127 =R o Rf 4P =R o212 =R o
©2.2%=Rc =16 2¥=2"co2AxX=4cx=2

B 42" -R o+ -RNo2. 4 =Rt =4

Ofta ar det enklast att logaritmera bada leden i ekvationen och sedan
utnyttja logaritmlagarna.

5% =3.2? < In5e*"? =In3-2°? < eller tio-logaritmera!
< In5+1In (e”z) =In3+In (2“) = logaritmlagarna
& h5+(x+2)=h3+(x-2)-h2 < 3:e lagen

< Ih5+2-Ih3+2h2=x-h2-x< 16s ut x

| 20e’ | 20g’
N5+he’+n4-Mh3 " 3 n
h2-Ine “nt n
2 2

Minustecknet &r valt for att markera svarets tecken.

| 20e?
2+h20-I3 9 3 o .
X = =-— ar tva alternativa svar.
1-In2 g €




41. b) Om du valjer tiologaritmer eller naturliga logaritmer spelar i princip
ingen roll; ibland &r det ena nagot enklare. | denna uppgift kvittar det.
Svaret kan dock ha manga olika utformningar.

e” =2.10"" < 4xlge=lg 2+ (x +1) <

_lg2+1 @legzo

< X= )
4lge—1 e
. — lg—
10
e = 2.10" < 4x = 2+ (x +1)n 10 & x = M2+ 10
4-1In10
In 20
= =
4-In10

41. ¢) Ibland &r det smart om du gor en variabelsubstitution. I denna évning
sdtter du e =y och far en andragradsekvation.

ezx—ezx=2<:>e2x—e%=2<:>y—%=2c>y2—l=2y<:>

Sy -2y-1=0oy=1+/1+1 Doen neggtiva roten f('j_rkastas,
d& e méste vara positivt.

GI6m inte att
e =142 & 2x = In(1+\/§)<:> X = nft++2

aterga till
2 .
variabeln x !

41. d) Har siktar du pa substitutionen 2* =y,
2% =22 3 2% =2.2.2' 3 (2f =423

S Y -4y+3=0y=2+/4-3=2+1<

2% =3 x:lg—3=2Iog3
1=3 Ya=ley = Ig 2




Rationella uttryck, Pelynomdivision

Ett rationellt uttryck (i 2) kan skrivas pa formen g%;,) dir p(z:) och g(z) r polynom och g(x) #
q

0, dvs g(z) ej identiskt noll. Om nu gradialet for p(x) &r storre &n eller lika med gradtalet {or g(z),
kan p(z) divideras med g(x), sa atl gradtalet for restpolynomer 7(z) blir mindre &n gradtalet for
g(z). Man far % = k(x) + ;E—g . déir k() kallas fvotpolynom. Polynomen k(x) och r(x)
kan bestimmas med en polynomdivisionsalgoritm (se foljande exempel)

Exempel Dividera (32% + 2? + 4z — 3)/(2? — 3z + 1) s& langt som méjligt.
Lésning: Skriv upp téljaren p(z) och namnaren g(z) med “trappan” (eller “liggande
stolen™):

3z +10 (= k(x))

(gla)=) z*-3z+1 [32*+2°+42-3 (=plz))
—( 32 — 92® + 3x)
10z° +2—3
—(102* — 30z + 10)

31z — 13 (=r(x))

Metod: Dividera hogstagradstermen 323 i p(z) med hogstagradstermen x? 1 g(z),
dvs bilda 3z%/2? = 3, som blir forsta termen i kvolen k(z). Multiplicera se-
dan hela namnaren g(z) med 3z och subtrahera {rn p(z:). Fortsall med att di-
videra hogstagradstermen 1022 i resten med hogstagradstermen i g(z), dvs bilda
1022 /2% = 10, som blir nésta term i k(z). Multiplicera och subtrahera som ovan.
Fortsétt tills gradtalet i restpolynomet () ar strangt mindre n gradtalet for q{x).

Svar:
3zt +x? 44z -3 31z — 13
s S ok T e
72 -3z +1 sy +:L'2—3:1:+1
6vningsuppgifter
(-25 Dividera sa langt som majligt: ()-26 Dividera s& langt som mojligt:
HHr ==+ D=1 [1] (622 — Tz + 2)/(22 — 1)
[ .2 AU S S . o 4 o
H—HHA==+1) 2HE—=YH e
[3] (#* — Bz + 1) /(= + 2) BH3#) + 22+ Had 3l 2e—3)

14



1.4 Absolutbelopp

DEFINITION

om x>0

ol =4 _°
Tl —x om z<0

Allisa ar |z| > 0 for alla x och om |z| = @ s& &r 2 = %a. Geometriskt kan |z — a| uppfatias som
avstandet mellan punkterna « och a pé tallinjen.

X -3
Ix-al
Exempel Enligt definitionen ar | — 2| = —(=2) = +2,ty z = -2 < 0.
Exempel Exvationen |o — 1| = 3 kan skrivas x — 1 = 23, varfor réttema éir z; = 1+ 3 =4,
ochzy=1-3=-2
Exempel Olikheten |z + 2| < 5 kan dven skrivas —5 < 2 +2 < 5, dvs —7 <z < 3.
Studera tallinjen!
Ovningsuppgifter
(-29 Bestam (-30 Los ekvationerna
[1] |5] [1] |z —1] =2
[2] | - 5| [2] ]z + 3] = 5.5
[3116 — 8| [3][2 —a| =2
[4] |2 — 3.5] [4] j=+1]=1/3
[5]| -6 — 8| [5] |z + 2| = -2
0-31 Angiv utan absolutbelopp de z, som satis-  0-32 Skriv f(z) utan absolutbelopp, om [ (z)
fiera: ar.
1 |z| < 4 =izt
2] ]z -2]<3 2H 2zt
-['3']-1'3'7:——1——‘21—¢T_‘ o il I I, | O O ol
P —<fe—-2t<3 [#8T—1=—{6r=3)|
T T = T

1.5 Kvadratroten ur ett positivt reellt tal

Efiersom 2?2 = z - ¢ > 0 [or alla reella tal x har ekvationen =2 = b reella 16sningar endast om
b >0

Med /b, dir b > 0, menas det icke-negativa, reella tal vars

DEFINITION
kvadrat ir b. Alltsé &r (v/b)? = b for b > 0.




Faktoruppdelning (av andragradspolynom)

Om ekvationen z? + pz + g = 0 har réttema z; och T,, s& kan polynomet z2 + pz + ¢ fakiorupp-

delas:

z* +pr4g=(r—2)(z— )

Anméirkning:  Om (p/2)% — ¢ < 0, sé &r 2, och z, icke-reella och i sa fall kan 2® + pz + g g
faktoruppdelas med reella tal. (Darmot kan z? + pz + ¢ alltid fakioruppdelas med komplexa tal.)

Exempel Fakioruppdela polynomet P(z) = 22° — 2 — L.

Ldsning:

21— _1
25—z —1=2(z*— 32

far

Rotterna ar alltsa {
Ta

&I =

. 1
Allis ar z* — %:z; ko (z—z)(z—m) = (2 —1)(z+ 5), varfor

2

P(:r;)=2:1:2—:r—1=2($—1)(:r:+%) = (z—1)(2z+1)

— 1). Los dérfor forst ekvationen #* — 3z — 3 = 0. Man

Ovningsuppgifter

0-45 Faldoruppdela (med reella tal):

[1]z*+3z—4
[2] 6 — 2z — dz?

B2+ 2e 92—
o b

[ o P Q.2 a

l‘l‘J Uy Ul =

Eg] Dg?  Go 1 1

0-46 Angiv en andragradsekvation
rotterna:

[1]1 och -2 )
[2]2 + /3 och 2 — /3
] .

Lo 53 s OO R 1.1
J LT oJuIir L —%

]

med




1.8 Faktorsatsen. Ekvationer av stirre gradtal fdn tva

Sats

Faktorsatsen

Om p(z) &r ett polynom i z och p(z;) = 0. dvs om z, ar
en rof 1ill polynomekvationen p(z) = 0, s& &r (z — z;) en
faktor i p(x), dvs

p(z) = (z — 1) - ¢(2)

dér g(z) ar ett polynom av en enhet l4gre grad &n p(z).

Exempel Los ekvationen 2® — 112% + 23z + 35 = 0.

Ldsning:

Efier provning (av t.ex. 0,£1,+£2,...) finner man att z; = —1 &ren rot, ty —1 —
11 — 23 + 35 = 0. Enligt fakiorsatsen &r alltsé polynomet 2% — 1122 + 23z + 35
delbart med z — &y =z — (—1) = = + 1. Division (av polynom, se 1.2) ger

23 —112% + 232 + 35 = (x + 1)(z? — 12z + 35)

Tredjegradsekvaitonens évriga rotier fis ur ekvationen 22 — 122 + 35 = 0. Man far
alltsd 23 =6+ /36 —36 =06+ 1,dvsas =50chzy =17
Svar; Ekvationen har fotternaz; = -1, 2o =5ochaz =7

Tillidigg: Vi har alltsa fakloruppdelningen z® — 11z + 23z + 35 = (= + 1)(z —
5)(z — 7).

OBS! En tredjegradsekvation har alltid tre rotter (lika eller olika)

Ovningsuppgifter
(-47 Lés ekvationemna (3-48 Fakioruppdela (med reella tal):
[112% +22* -8z =0 [1] 2% + 22° ~ 8z
223+ 222 -2z —-1=0 [2] 28 + 22 ~ 22— 1
ra1o o3 2 o o Py ralo 4 n 3 2 .9 1
e 0% — & ol L=y A& —ut — & Toh—2
0-49 Lés elvationerna (-50 Fakioruppdela

/{ 234 Fal 4 pfaa &y 1)

(T— ] —Uu 2T — & L L)

Li=A] 2ol 1l 4l —30——

0 [t —tr—




1.10 n:te roten ur ett reellt tal. Allminna potenser

Med b= = ¥ menas den reella (och positiva, om n = 2m = jamnt heltal) roten till ekvationen
™ = b, Alltsa & (b=)" = b, dvs (/)" = b.

For den vanliga kvadrarroren géller alltsa atl Vb= b =b"2forb > 0. Om b > 0 definieras
potensuttrycker b™/™ (med rationell exponent (m/n)) genom 6™/ = /™. Man kan visa att
Bm/n) satisfierar (de allménna) potens- och exponentiallagama:

Potens- och exponentiallagarna

b O =
(57/5%) = b
GO

{ (ab)® = a® - I
(a/b) = o/t

Anmirlming: Den andra lagen ger specielli 1/6Y = b7, om z = 0.

Exempel Forenkal v/2+/2.

Lésning:
/92 = (z.zé)é = (27)5 =255 = bt — D

(-53 Forenkla (-54 Forenkla
T A =4
[2] 4712 [2] ¥/8
[3] (V27)** R4
-[-4-]-9“#“*9”'5— Fan /77

3 vV vy
5 B i, s/ 7=




Man kan allmént definiera urfrycker b® for b > 0 och alla reella z, sa ati b* satisfierar potensla-
garna ovan. b” kallas for en porens av b, dar b kallas bas och z exponent. Av specielli intresse 4r
den (naturliga) exponentialfunktionen e* med basen e = 2,71828. ... For allmént b* géller bl.a.
ait

[1] 6% > 0 for alla z.
[2] ° =1 forallab.

[3] f(z) = b* &r véaxande (for vixande x) om b > 1, och
avtagande (for vaxande 2) om0 < b < 1.

=b"dirb>1
y= dirbeba Y

X >

OBS! Man skiljer pa a) porensfimktionen f(z) = z* och b) exponentialfunktionen f(x) = b".

Exempel Lbs ekvationen 3 + 2 - 37+ = 21.
Losning:
Ekvationen 3% 4 2- 37! = 21 kan skrivas 3°- (1 +2-3) = 21, dvs 37 -7 = 21 eller

3" = 3, varfor .

Exempel Los ekvationen e2* + 2¢* — 3 =0,

Lésning:

Satl e¥ = z. D4 erhélles andragradsekvationen 2% + 2z — 3 = 0 med rotterna z; = 1
och z; = —3. Man far nu tva fall:

[1le* =2z =1gerz; =0.

[2] e* = 2o = —3 &r en orimlighet, efiersom e® > 0 {or alla reella tal z.

Svari z = (

('jvningsuppgifter

O-55 Bestéam reella 16sningar til] 0-56 Bestidm reella lésningar till
; .— 81 II E2:?: o I . 7 TR
[2] gotl g ge 36 [2] g2z +eP 1 =0 toatte J

P /s g4zl g oz g o

I£1 0342 4 o o o =
| B YT L = d,dJd




Ovningsuppgifter

(-61 Forenkla

[1]1g80 —1g8
[2]nd48+6-ln1~3-In2

[311g8 ~6-1g V2

[4] In(1/9) 4 In+/27

15] 211124+31n§+51119 —4In27
[6] 21g0.12 — 1.5lg4 — 1g1.8 + 10Ig 1

(0-62 Sok reella 1osningar till elcvationerna

Mhz+2-m3=Inb

[2] gz +1lgd =2

[3] 3In(z+ 1) — Ina® = 6In4
[4]In(z —2) +Inz = 3In2

[5] In(z + 1) + In(2 — 2) = In(z — 1)?
(6] 1g(3z) + lg(z+ 1) =2lg(z — 1)

2 Trigonometri

2.1 Vinkelmitning

Vinklar kan métas i (delar av) varvy, grader eller radianer. Med 1 radian menas storleken av cent-
rumvinkeln i en cirkelsekior, dér periferibigen ér lika ling som cirkelns radie. (Rita en figur!)

Sambanden mellan de olika enheterna ar: 1varv = 360° = 2# radianer. Harav {as:

1° = 7 /180 radianer och
1 radian= 180° /7 = 57.3°

(Ofia skriver man inte ut enheten radian, utan skriver t.ex. 90° = 7/2.)

Ovningsuppgifter

0-63 Bestam grader och radianer for

[1]1/4 vary

0-65 Omvandla till radianer

[1] 45°

()-64 Bestiam grader och radianer for

[1] —1/2 varv .

0-66 Omvandla till grader

[1] = /6

: ]
Broame
=5




2.2 Ritvinkliga trianglar

1 en ritvinklig triangel ar en vinkel 90° = /2 (radianer). Om en av de dvriga vinklama &r v, blir
den tredje vinkeln 7/2 — v, efiersom vinkelsumman i en triangel &r 180° = 7. Vinkeln 7 /2 — v
kallas komplementvinkeln till v. Den sida som star mot den réta vinklen kallas fyporenusa och
de bada dvriga sidorna kallas karerer.

For ritvinkliga trianglar géller Pythagoras sats:

Sats Pythagoras sats

P )
a&_i_b?:c_

De trigonometriska funktionerna definieras (for 0 < v < 7/2):

DEFINITION sinv = (a/c) = (motsténende katef) /(hypotenusa)
cosv = (b/c) = (narliggande katet) / (hypotenusa)
tanv = (a/b) = (motstaende katet)/(nirliggande katet)
cotv = (b/a) = (nirliggande katet) /(motstiende katet)

Harur flas;

g=c-sinv,b=c-cosv
a=~0-tanv,b = a-cotv, samt att

— siny _ 1
tanv = cosv  eotu’

For komplementvinklen (7 /2 — v) géller:
sin(7/2 — v) = cos v, cos(w /2 — v) = sinv
tan(mw/2 — v) = cot v, cot(n/2 — v) = tanv

Man erhaller ocksa;

Trigonometriska ettan

Sais .
sinv +cos*v =1

(Fas direkt ur Pythagoras sats)

OBS! sin? v = (sinv)? = sinv - sin v; (sinv)? 4r ef lika med sin® v2.




Exempel

Exempel

A

b

Solvera en ritvinklig traingel med ¢ = 3.0 och A = 25° (se figur), dvs. bestim de
sidor och vinklar som inte &r givna.
Losning:
Vinklen B = 90° — A = 65°. Nu drsin A = a/c, varfor sidan
a 3.0 3.0

C= DA sm2° 0423

(sin 25° fas med riknedosa, riknesticka eller ur tabell.)
Vidare artan A = a/b, varfor b = a/ tan A = 3.0/0.466 ~ 6.4
Svar: B = (5°, ¢ ~ 7.1, och b ~ 6.4 (lingdenheier).

w

5

Bestim sin v och cos v, om tanv = 3/50ch 0 < v < /2.

Ldsning:
Rita en ratvinklig triangel med katelerna @ = 3 och b = 5. D& ar tanv = 3/5.

Enligt Pythagoras’ sats &r hypolenusan da

¢= 32452 =+/34 varfor sinv =

5
Cos v =

3
V34 3

2

Ovningsuppgifter
0-67 Solvera foljande ratvinkliga trianglar (be- 0-68 Bestiam (for 0 < v < 7/2) exakta virdet

teckningar enligt figur ovan): av.

frre="56octrA=d6"—

[1] cosv och tan v, om sinv = 1/3. (Ledning:
Rita en riitvinklig triangel med e = 1 och ¢ = 3)

[2] @ =2.000ch b= 4.0 [2] sin v och tan», om cos v = 2/3
= = +Hsirvecheosvomeotv=—>03-
e

i |
:

e

30




Vi hirleder nu de trigonometriska funktionemas vérden for 45°, 60° och 30°. (Om man inte kan
dessa vérden utantill, méste man snabbt kunna gora en harledning.)

3

k1l AN
2b

60° | N
: N

For v = 45° = /4 #r den riitvinkliga triangeln (figur 1 ovan) en halv kvadrat. Da &r kateterna a
och b = a, samt hypotenusan ¢ = v/a? + b° = av/2, varfor:

T 1
sin 45° = sin-:i— =7

T 1
cos4h® = cos — = —=

4 V2
tan 45° = t:an% =1
cot 45° = cotg =1

For v = 60° = /3 kan den rétvinkliga triangeln uppfattas som en halv liksidig triangel (fi-
gur 2 ovan). (I en liksidig triangel &r alla vinklarna lika med 60°, varfér vinklarna i en halv

liksidig triangel &r 60°,90° och 30°.) Allisa ar hypotenusan ¢ = 2b och Pythagoras’ sals ger
a = Va2 — b2 = by/3, varfor:

T3
sin B0° = gin — = —
5in 6 sin 3 5

T 1

3 'OU p—d g — = —
cos 6 cos 5 >
tan 60° = tan% =/3
cot 60° = cot I s e

3 V3

For v = 30° = 7 /6 erhilles under betrakiande av samma figur som f6r 60°:

i




5 i, W
5in 30° = sin =

30° T

0s = €08 — =

¢ 6

tan 30° = tan R =

I = 6 =
T

cot 30° = cot 5= V3

Sl-els™

ty sin 30°=(motsaende katet)/(hypotenusan)=b/2b = 1/2 osv.

fjvningsu ppgifter

0-69 Bestam exakta vardet av 0-70 Férenkla
[1] cos 30° + tan 30° [1] et qiting3)

(Ledning: anvénd potenslagarnal)
[2] (cos 30° — sin 30°)/(cos 60° + sin 60°) [2] g 0 /4)... g onlx /]

[3] (tan® 60° — cos? 30°) /(tan 45° + sin 30°) [3] zotn(m/6)+eos(n/3) [y tantm/d)+col(n/d)

2.3 De trigonometriska funktionerna for godtyckliga vinklar

‘ ¥
: &
andra forsta
kvadranten kvadranten
> v>D
&
v<0
tredje - fjirde
kvadranten . kvadranten

[ =y-planet & uppdelat i fyra kvadranter:|

En vinkel riknas positiv om den méts morurs, och negativ om den méts medurs, vanligen riknat
fran positiva z-axeln.

Antag, aft (z,y) &r en punkt pa enhetscirkeln, vars ekvation ir z° + y* = 1. De trigonometriska
funkiionema for godtyckliga vinklar definieras genom:




DEFINITION

y
3

=y)
\
pl j l_.. |

sinv=y
CosSU =2

tanv = y/z forz #0, (dvs. v # 7/2+ nw)
cosv =y fory#0, (dvs. v#nm)

Vi ser att definitionerna stimmer &verens med de tidigare givna for 0 < » < «/2, dvs for
2 > 0,y > 0. (Rita figur!) Efiersom sinv = y, ir sinv positivt {or vinklar i forsta och andra
kvadraten och negativt i tredje och fjarde. Liknande regler fér cos, tan, cot:

1

sin v

'y

+
]

4

4

COS V.

+
+

tan v

cot v

Av definitionerna ovan foljer direkt att

Sals

[1] tanv = sinw/cosv =1/ cot v och cot v = cosv/sinv = 1/ tanv
[2] —1 <sinw < 1och —1 < cosv < 1 {f6r alla vinklar v}

[3] sin0 = 0,sinw/2 = 1,sinm = 0,sin3x/2 = —1,sin27 =0

[4] cos0 = 1,cos7/2 = 0,cosm = —1,co83m/2 = 0,co827 = 1

[5] sinw = sin(v + n - 27) och cosv = cos(v + n - 2m), or varje heltal n.

[6] sin® v 4 cos? v = 1 [Trigonometriska ettan]




Exempel Bestim exakt: cos(377/6)
Lisning:
cos (377 /6) = cos(m/6 + 3 - 2m) = cos(n/6) = +/3/2
Exempel Bestim sinv och cosv, omcotv = —2och7/2 < v < .
Lésning:
Med hélp av formeln cot v = cosv/sinv samt “triogometriska ettan™ far man ek-
vationssystemet

cosv = +2//5
siny = :Fl/\/g

Eftersom v ligger i andra kvadranten, dar cosv < 0 och sinv > 0, fas.

cosv/siny = -2
cos? v +sin® v =1

med 16sningar {

Svar: cosv = —2/ V5 ochsinw =1 o4 V5.

Ovningsuppgifter
0-71 1 vilken kvadrant hamnar foljande ©-72 Bestim exakt

vinklar?

[1] 47 /3 [1] cos 33w
[2] 700° [2] sin(177/2)
[3] 507/3 [3] sin(337/4)
. ! | ooml .

0-73 Visa ati 0-74 Visa (for godtyckliga heltal n) att
[1]11/cos® v = 1+ tan®» Hstrnr—6—
[2] ] EE!'!EQ‘U =1 8341"2 ” fg] COg-RT—= ( ])n

0-75 Bestam exaki 0-76 Berikna exakt

[1] sinv och tan v, om cosv = 3/4 och 37/2 < Psinv—teosvromtanrt—=a/3och6—~<0—~<
e

v < 2T

[2] cosv och tanv, om sinv = 0.4 och v ar i -[-Zi-sm-ﬁ—eoe-v—em-eﬁi—v————ﬁf-%eeh-rﬁf

andra kvadranten.

Bisirvecheosvromtamrr—"3ochm<v—= -Bﬂ-tan-oql-—mtv—nm-sm-o—%v%—ud-r
S a2

—

- b — &

34



SVAR TILL RP-DELEN

25 [3] xz—ﬂ2x—1+;i—2 26 (1] 3x —2
29011 5 29021 5 293} 2 20[4] 1.5 29(5] 14
10 [1] x]:3,x2 =-1 30{2] .1'1-:2.5,.1'2 = -85 30 [3} .\:1=4,X2:0
2 4
Xy =, Xy ==
30 [4] 3 3 30 [5] saknar [6sning
3{1] —4<x<4 3112] -1
3
—4(x-IHx+—
4s 1] D) sy D
46 (1] X" +x-2=0 46[2] X —4x+1=0
v, =1, % Hm3+ﬁ X, = _3#\6
4711] x=0,x,=2,5 =—4 47 (2] A =hx R 5
- 5
e P i ML EN
49 (2] X2 =%], Xy4=X1 49 [3] X =X, :1,;;;3 = X, =}
1
53[2] 8 53031 9
542 2" =42
55[2] ¥x=2 55(3] x=-15
56 [2] saknar reell losning 56[3] *= 2
i
90° = — (radianer) .
63 [1] 2 64 1] —180°=—7
z
65[1] 4 6611 30°
67 [2] A=266%B~634°crmas
cosv:—\@,’fanv:L sinvzzﬁ,tanv:a—“/—g
68 [1] 3 N 68 [2] 3
53
61 69 (21 2-3
5 -8
70 [1] X 70[2] ¥ *
71 [1] tredje 71 [2] fjarde 71 [3] andra
72[1] - 7212] !
n !
72 {3) V2 72 (4] 2
2
Sinv:——’],tanv:——\/z cosv::—-h—z}—,tanv:—mw—

75 1] 4 3 7512]) V21
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